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写像の全射性について
岡本亮彦
 
自然数m,nに対して m次元球面 Smと n次元球面 Snの間の写像 F  Sm −→ Sn
を考察する 球面の間の写像は   を満たす双線型写像によって組織的に
構成できる 双線型写像 f  r ×s −→ nが
|fx, y|  |x||y|, x ∈ r, y ∈ s
を満たすとき f は 双線型写像であると言う 双線型写像 f に対して 
写像と呼ばれる球面間の写像H  Srs− −→ Snが
Hx, y  |x| − |y|, fx, y, x ∈ r, y ∈ s, |x|  |y|  .
によって定義される 双線型写像 f は実数体上の r, s, n合成則を用いて構成
できる 一般に不定元 x,   xr, y    ysに対して
x     xry     ys  z     zn
なる xiと yj の双線型形式 zkが存在するとき実数体上で r, s, n合成則を持つ
という 上で r, s, n合成則を持つ事と 双線型写像が存在する事は同値であ
る 自然数 r, s, nに対して 上で r, s, n合成則を持つか否かという問題は 年
ににより提起された  の問題及びその周辺の話題については
例えば本 や論文 等を参照 は論文 
において上で n, n, n合成則を持つ必要十分条件は n  , , , である事を示し
ている また と は独立に上で r, n, n合成則を持つ必要十分条件
は関数 ρnを用いて r ≤ ρnと記述される事が示された 
関数 ρnは球面 Sn−上の非特異 次独立ベクトル場の個数の最大値である
事が知られている このように r, s, n合成則の存在問題は 次形式論だけでなく位
相幾何学の問題とも密接に関連する
また自然数m,nに対して球面 Smと Snの間の定数でない多項式写像 Sm −→ Sn
がいつ存在するか？という問題はらによって研究されたこの周辺の話題
については例えば本 や論文 を参照特に自然数m ≥ nに
おいて定数でない 次の多項式写像 Sm −→ Snは常に全射になるか？という問題が
ある   参照 は m  , m, m合成則から生じる 写像
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H  Sm −→ Sに対してm ≥ ならば実数体及び有理数体上で全射である事
を示した  本稿ではの考察した とは別の写像H  Srs− −→ Sn
及びその定義域を制限した写像に対し実数体や有理数体における全射性を考察
する本稿における主結果は以下である
定理  nを奇数とし kを k ≥ なる自然数とするこのとき定数でない 次写像
F  Snk −→ Snは全射ではないまた F は 的には になる
定理  nを自然数とする
 上で m  , , に対して m, n, n合成則を持つとするこのとき対応す
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定理  V  {x, x, x, y, y, y ∈  ×  | xy  xy  xy  }とお
く , , 合成則に対応する写像H  S −→ Sに対して H の V への制限を
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質について復習するまた写像の全射性の応用として 節で型の不
定方程式の一般解について考察する
 合成則と写像
この節では 上の r, s, n合成則に付随する 双線型写像とその性質について
復習する 参考文献は 
定義  双線型写像 f  r ×s −→ nに対し
 |fx, y|  |x||y|, x ∈ r, y ∈ sを満たす時 f は 双線型写像であると
いうここで |x|は距離を表す
 fx, y   ⇒ x  または y  を満たす時 f は非特異双線型写像であると
いう
定義より f が 双線型写像ならば非特異双線型写像である事が直ちに分かる
非特異双線型写像が存在するための必要条件として次の 条件がある 自
然数 r, s, nに対して n− r < k < sを満たす任意の整数 kで二項係数 nk
が偶数の時
r, s, nは 条件を満たすと言う

2　[r,s,n] 合成則と Hopf 写像
命題  定数でない 次写像 F  Sm −→ Snについて次が成立する
 F と F の任意の   f は である
 F はある 双線型写像 f の  と である
 証明は の   を参照
命題  F  Sm −→ Snを定数でない 次写像とする このとき k ≤ ρm − k
を満たす    f  k × m−k −→ n が存在するここで ρは
関数である
 証明は の を参照
 写像の全射性
定理 .の証明を行う
 F を全射と仮定する このとき の定理より Sn の正則値 q でその逆像
F−q が Snk の k 次元部分多様体となっているものが存在する 実際 F−qは
nk の k  次元部分空間Wq を用いて F−q  Wq ∩ Snk と書ける この正則
値 q に付随する   は f  k × n −→ n と書ける このとき命題
.より k   ≤ ρnを満たす   が存在する仮定より nは奇数
なので ρn  となる よって k  となるがこれは仮定の k ≥ に反する し
たがって F は全射ではない また F は 群 πnkSnの元を定めるが もし
F    ∈ πnkSnであると仮定すると F は全射となってしまうので F   すなわ
ち 群の元として である
次に定理 .の証明を行う
 まず定理の仮定にある合成則の 条件を計算しておく
補題  nを自然数とするこのとき
 m  , ,  ⇒ m ◦ n  n
 m  , ,  ⇒ m ◦ n   n 
 m ≤ ρn ⇒ m ◦ n  n
  nにおける帰納法で示す n  のときはm◦   は成立する nのとき成
立すると仮定すると 命題 .の よりm ◦ n  m ◦ n  m ◦ n 
n   n  より n  のときも成立する も同様である は n ≤ のと
きにはm ◦ n  nは直接示せる n ≥ に対しては m ≤ ρn ≤ n−に注意して命
題 .の を用いるするとm ◦ n  m ◦ n−  n−  m ◦ n−  n−を得 
最後の式は帰納法より m ◦ n−  n−となるので結局m ◦ n  n−  n−  n
を得る

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定義  自然数 r, sに対して関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sを次のように定める
 r ◦ s  {n ∈  | r, s, n は 条件を満たす }
 r ♯ s  {n ∈  | f  r ×s −→ nは非特異双線型写像 }
 r ∗ s  {n ∈  | f  r ×s −→ nは 双線型写像 }
これらの関数には様々な性質があるがここでは後に使うもののみを挙げておく
命題  関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sは次の性質を持つ
 {r, s} ≤ r ◦ s ≤ r ♯ s ≤ r ∗ s
 r ◦ s  m ⇐⇒ r, s ≤ mかつ r  s > m
 r ≤ m ⇒ r ◦ s m  r ◦ s  m
 r ≤ または s ≤  ⇒ r ◦ s  r ♯ s  r ∗ s
 証明は の   を参照
さて r, s, n合成則から写像を作る手法を説明する 上で r, s, n合成則を
もつとき f  r ×s −→ nは 双線型写像であるこの f に対して写像
H  r ×s −→ ×nを
Hx, y  |x| − |y|, fx, y x ∈ r, y ∈ s
により定義する 写像 H を r  s − 次元球面 Srs− に制限して球面の間の
写像H  Srs− −→ Snを得る r, s, n合成則から写像を作る手法を
と言う 以下特別な において具体的に r, s, n合成則から作られる
写像の例を挙げる
例   n, n, n合成則
で述べたようににより上で n, n, n合成則を持つ必要十
分条件は n  , , , である事が示されている 双線型写像を明示的に表すには
上の多元環の乗法を見れば良い例えば n  の時には複素数体の乗法と
 ∼ の同一視による可換図式
× 乗法−−−→ 


 × −−−→


を考える複素数 α, β ∈ に対して α  x  ix, β  y  iyと置くとその乗
法は αβ  xx − yy  ixy  xyである よって図式より 双線型写像
fx, x, y, y  xx − yy, xy  xyを得るこの時複素数における絶対
値の性質 |αβ|  |α||β|により f は 双線型写像である事が導かれるこの f
に対応する写像H   × −→ ×は
Hx, x, y, y  x  x − y − y, xx − yy, xy  xy

命題  定数でない 次写像 F  Sm −→ Snについて次が成立する
 F と F の任意の   f は である
 F はある 双線型写像 f の  と である
 証明は の   を参照
命題  F  Sm −→ Snを定数でない 次写像とする このとき k ≤ ρm − k
を満たす    f  k × m−k −→ n が存在するここで ρは
関数である
 証明は の を参照
 写像の全射性
定理 .の証明を行う
 F を全射と仮定する このとき の定理より Sn の正則値 q でその逆像
F−q が Snk の k 次元部分多様体となっているものが存在する 実際 F−qは
nk の k  次元部分空間Wq を用いて F−q  Wq ∩ Snk と書ける この正則
値 q に付随する   は f  k × n −→ n と書ける このとき命題
.より k   ≤ ρnを満たす   が存在する仮定より nは奇数
なので ρn  となる よって k  となるがこれは仮定の k ≥ に反する し
たがって F は全射ではない また F は 群 πnkSnの元を定めるが もし
F    ∈ πnkSnであると仮定すると F は全射となってしまうので F   すなわ
ち 群の元として である
次に定理 .の証明を行う
 まず定理の仮定にある合成則の 条件を計算しておく
補題  nを自然数とするこのとき
 m  , ,  ⇒ m ◦ n  n
 m  , ,  ⇒ m ◦ n   n 
 m ≤ ρn ⇒ m ◦ n  n
  nにおける帰納法で示す  のときはm◦   は成立する nのとき成
立すると仮定すると 命題 .の よりm ◦ n  m ◦ n  m ◦ n 
n   n  より  のときも成立する も同様である は n ≤ のと
きにはm ◦ n  nは直接示せる n ≥ に対しては m ≤ ρn ≤ n−に注意して命
題 .の を用いるするとm ◦ n  m ◦ n−  n−  m ◦ n−  n−を得る
最後の式は帰納法より m ◦ n−  n−となるので結局m ◦ n  n−  n−  n
を得る

命題  定数でない 次写像 F  Sm −→ Snについて次が成立する
 F と F の任意の   f は である
 F はある 双線型写像 f の  と である
 証明は の   を参照
命題  F  Sm −→ Snを定数でない 次写像とする このとき k ≤ ρm − k
を満たす    f  k × m−k −→ n が存在するここで ρは
関数である
 証明は の を参照
 写像の全射性
定理 .の証明を行う
 F を全射と仮定する このとき の定理より Sn の正則値 q でその逆像
F−q が Snk の k 次元部分多様体となっているものが存在する 実際 F−qは
nk の k  次元部分空間Wq を用いて F−q  Wq ∩ Snk と書ける この正則
値 q に付随する   は f  k × n −→ n と書ける このとき命題
.より k   ≤ ρnを満たす   が存在する仮定より nは奇数
なので ρn  となる よって k  となるがこれは仮定の k ≥ に反する し
たがって F は全射ではない また F は 群 πnkSnの元を定めるが もし
F    ∈ πnkSnであると仮定すると F は全射となってしまうので F   すなわ
ち 群の元として である
次に定理 .の証明を行う
 まず定理の仮定にある合成則の 条件を計算しておく
補題  nを自然数とするこのとき
 m  , ,  ⇒ m ◦ n  n
 m  , ,  ⇒ m ◦ n   n 
 m ≤ ρn ⇒ m ◦ n  n
  nにおける帰納法で示す n  のときはm◦   は成立する nのとき成
立すると仮定すると 命題 .の よりm ◦ n  m ◦ n  m ◦ n 
n   n  より n  のときも成立する も同様である は n ≤ のと
きにはm ◦ n  nは直接示せる n ≥ に対しては m ≤ ρn ≤ n−に注意して命
題 .の を用いるするとm ◦ n  m ◦ n−  n−  m ◦ n−  n−を得る
最後の式は帰納法より m ◦ n−  n−となるので結局m ◦ n  n−  n−  n
を得る

定義  自然数 r, sに対して関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sを次のように定める
r ◦ s  {n ∈  | r, s,  は 条件を満たす }
 ♯ {n ∈  | f  r ×s −→ nは非特異双線型写像 }
 ∗ s  { ∈  | f  r ×s −→ nは 双線型写像 }
これらの関数には様々な性質があるがここでは後に使うもののみを挙げておく
命題  関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sは次の性質を持つ
 {r, s} ≤ r ◦ s ≤ r ♯ s ≤ r ∗ s
 r ◦ s  m ⇐⇒ r, s ≤ mかつ r  s > m
 r ≤ m ⇒ r ◦ s m  r ◦ s  m
 r ≤ または s ≤  ⇒ r ◦ s  r ♯ s  r ∗ s
 証明は の   を参照
さて r, s, n合成則から写像を作る手法を説明する 上で r, s, n合成則を
もつとき f  r ×s −→ nは 双線型写像であるこの f に対して写像
H  r ×s −→ ×nを
Hx, y  |x| − |y|, fx, y x ∈ r, y ∈ s
により定義する 写像 H を r  s − 次元球面 Srs− に制限して球面の間の
写像H  Srs− −→ Snを得る r, s, n合成則から写像を作る手法を
と言う 以下特別な において具体的に r, s, n合成則から作られる
写像の例を挙げる
例   n, n, n合成則
で述べたようににより上で n, n, n合成則を持つ必要十
分条件は n  , , , である事が示されている 双線型写像を明示的に表すには
上の多元環の乗法を見れば良い例えば n  の時には複素数体の乗法と
 ∼ の同一視による可換図式
× 乗法−−−→ 


 × −−−→


を考える複素数 α, β ∈ に対して α  x  ix, β  y  iyと置くとその乗
法は αβ  xx − yy  ixy  xyである よって図式より 双線型写像
fx, x, y, y  xx − yy, xy  xyを得るこの時複素数における絶対
値の性質 |αβ|  |α||β|により f は 双線型写像である事が導かれるこの f
に対応する写像H   × −→ ×は
Hx, x, y, y  x  x − y − y, xx − yy, xy  xy

定義  自然数 r, sに対して関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sを次のように定める
 r ◦ s  {n ∈  | r, s, n は 条件を満たす }
 r ♯ s  {n ∈  | f  r ×s −→ nは非特異双線型写像 }
 r ∗ s  {n ∈  | f  r ×s −→ nは 双線型写像 }
これらの関数には様々な性質があるがここでは後に使うもののみを挙げておく
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さて r, s, n合成則から写像を作る手法を説明する 上で r, s, n合成則を
もつとき f  r ×s −→ nは 双線型写像であるこの f に対して写像
H  r ×s −→ ×nを
Hx, y  |x| − |y|, fx, y x ∈ r, y ∈ s
により定義する 写像 H を r  s − 次元球面 Srs− に制限して球面の間の
写像H  Srs− −→ Snを得  r, s, n合成則から写像を作る手法を
と言う 以下特別な において具体的に r, s, n合成則から作られる
写像の例 挙げる
例   n, n, n合成則
で述べたようににより 上で n, n, n合成則を持つ必要十
分条件は n  , , , である事が示されている 双線型写像を明示的に表すには
上の多元環の乗法を見れば良い例えば n  の時には複素数体の乗法と
 ∼ の同一視による可換図式
  乗法−−→ 


 × −−−→


を考える複素数 α, β ∈ に対して α  x  ix, β  y  iyと置くとその乗
法は αβ  xx − yy  ixy  xyである よって図式より 双線型写像
fx, x, y, y  xx − yy, xy  xyを得るこの時複素数における絶対
値の性質 |αβ|  |α||β|により f は 双線型写像である事が導かれるこの f
に対応する写像H   × −→ ×は
Hx, x, y, y  x  x − y − y, xx − yy, xy  xy
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命題  定数でない 次写像 F  Sm −→ Snについて次が成立する
 F と F の任意の   f は である
 F はある 双線型写像 f の  と である
 証明は の   を参照
命題  F  Sm −→ Snを定数でない 次写像とする このとき k ≤ ρm − k
を満たす    f  k × m−k −→ n が存在するここで ρ
関数である
 証明は の  参照
 写像の全射性
定理 .の証明を行う
 F を全射と仮定する このとき の定理より Sn の正則値 q でその逆像
F−q が Snk の k 次元部分多様体となっているものが存在する 実際 F−qは
nk の k  次元部分空間Wq を用いて F−q  Wq ∩ Snk と書ける この正則
値 q に付随する   は f  k × n −→ n と書ける このとき命題
.より k   ≤ ρnを満たす   が存在する仮定より nは奇数
なので ρn  となる よって k  となるがこれは仮定の k ≥ に反する し
たがって F は全射ではない また F は 群 πnkSnの元を定めるが もし
F    ∈ πnkSnであると仮定すると F は全射となってしまうので F   すなわ
ち 群の元として である
次に定理 .の証明を行う
 まず定理の仮定にある合成則の 条件を計算しておく
補題  nを自然数とするこのとき
 m  , ,  ⇒ m ◦ n  n
 m  , ,  ⇒ m ◦ n   n 
 m ≤ ρn ⇒ m ◦ n  n
  nにおける帰納法で示す n  のとき m◦   は成立する nのとき成
立すると仮定すると 命題 .の よりm ◦ n   m ◦ n  m ◦ n 
n   n   n  のときも成立す  も同様である は n ≤ のと
きにはm ◦ n  nは直接示せる n ≥ に対しては m ≤ ρn ≤ n−に注意して命
題 .の を用いるするとm ◦ n  m ◦ n−  n−  m ◦ n−  n−を得る
最後の式は帰納法より m ◦ n−  n−となるので結局m ◦ n  n−  n−  n
を得る

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となる これを 次元球面 Sに制限すると球面の間の写像 S −→ Sを得
る この写像は 群 πS ∼ の生成元を与える事が知られてい
る同様にして n  の時には実数体 n  の時にはの四元数体
n  の時には代数を考えるこれらの乗法との性質により 
写像 S −→ S, S −→ S, S −→ Sを得る事ができ、それぞれ 群
πS ∼ , πS ∼ ⊕ , πS ∼ ⊕  の  の生成元
を与える事が知られている 
 r, n, n合成則
まず 関数ρnについて説明する 自然数nに対してn  abc aは
非負整数,  ≤ b ≤ , cは奇数と表した時 ρn  abと定義するこの時 
上で r, n, n合成則を持つ必要十分条件は r ≤ ρnである事がと
により独立に示されたこれより r ≤ ρnを満たす任意の自然数 rに対して
双線型写像 f  r × n −→ nが存在し 写像H  Srn− −→ Snが構
成できるこれらの 写像の類は 群 πrn−Snにおいて 準同型
J  πm−SOn −→ πrn−Snの に含まれるという性質をもつ 
 一般の r, s, n合成則について知られている結果
s  nの一般の場合の合成則の存在の判定については解決にはほど遠く部分的な
結果が幾つかあるのみである例えば f  m ×m −→  を
fx, y 

i
xiyi,

i<j
xiyj − xjyi

によって定義すると双線型写像となるがこれはよく知られた 
の恒等式 
i
xi

i
yi

−

i
xiyi
 

i<j

xiyj − xjyi

を用いる事で 双線型写像となる事が分かるこの f は m,m,   m

合成
則に対応するは という新しい手法を導入する事で
r, s, n合成則の無限系列を見つけ出している さらに近年 
により類似の手法で異なる系列も発見されている 
例    
を上の多元環,,,のいずれかとする非負整数m,nに対して f  r ×
s −→ rs を
fx, y 

z,    , zk 

ijk
xiyj ,    , zrs

により定義すると fは非特異双線型写像になるが一般には 双線型写像とはなら
ない しかし
Hx, y  fx, y|fx, y|

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とおくと多元環の次元 d  に応じて球面の間の写像H  Sdrsd− −→
Sdmnを誘導する ただしこのHは一般には多項式写像ではない 群
πdrsd−Sdmnにおける類 Hは になるかまたは古典的 写像
πS, πS, πS, πS の生成元の何倍かになる 
 球面の間の多項式写像
この節では球面の間の多項式写像特に各成分が 次式で定義される 次写像に
ついて後に必要な事をまとめておく 参考文献は のとその

球面の間の多項式写像Sm −→ Snは次のの定理により多くのm,nに対して
定数写像となってしまう事が分かる
定理    Sm −→ Snを定数でない多項式写像とする このとき
ある自然数 tに対して t ≤ mならば t ≤ nが成立する 特にm ≤ t ≤ nならば多
項式写像 Sm −→ Snは定数写像である
 証明は または の を参照
与えられた自然数m,nに対して多項式写像 Sm −→ Snが定数写像となるのはいつ
か？という問題は一般には未解決であるが 次写像についてはが完全に決定し
たこれを説明するために次の準備をする
定義  自然数m,nに対して
 qm  {n ∈  |定数でない 次写像 Sm −→ Sn}が存在する
 pn  {m ∈  |定数でない 次写像 Sm −→ Sn}が存在する
は pnと qmが次の式で与えられる事を示した
定理    pnと qmは次の式で与えられる
 qt m 

t,  ≤ m < ρt,
t  qm, ρt ≤ m < t.
 pt  n 

t  ρt− ,  ≤ n < qρt,
t  pn, qρt ≤ n < t.
 証明は または の  を参照
さらには幾何学的な考察により球面の間の 次写像について幾つかの結果を
得た 以下その結果を説明するために幾つかの言葉を導入する F  Sm −→ Snを定
数でない 次写像とし q ∈ とする このときmの部分空間Wqが存在して
F−q  Wq ∩ Smとなる この部分空間Wqの次元を kとすると非特異双線型写像
f  k × m−k −→ n が存在し m − n < k ≤ {m,n}を満たす この各点 q
に付随する非特異双線型写像を F の     という の
  を参照また も見よ

3　球面の間の多項式写像
命題  定数でない 次写像 F  Sm −→ Snについて次が成立する
 F と F の任意の   f は である
 F はある 双線型写像 f の  と である
 証明は の   を参照
命題  F  Sm −→ Snを定数でない 次写像とする このとき k ≤ ρm − k
を満たす    f  k × m−k −→ n が存在するここで ρは
関数である
 証明は の を参照
 写像の全射性
定理 .の証明を行う
 F を全射と仮定する このとき の定理より Sn の正則値 q でその逆像
F−q が Snk の k 次元部分多様体となっているものが存在する 実際 F−qは
nk の k  次元部分空間Wq を用いて F−q  Wq ∩ Snk と書ける この正則
値 q に付随する   は f  k × n −→ n と書ける このとき命題
.より k   ≤ ρnを満たす   が存在する仮定より nは奇数
なので ρn  となる よって k  となるがこれは仮定の k ≥ に反する し
たがって F は全射ではない また F は 群 πnkSnの元を定めるが もし
F    ∈ πnkSnであると仮定すると F は全射となってしまうので F   すなわ
ち 群の元として である
次に定理 .の証明を行う
 まず定理の仮定にある合成則 条件を計算しておく
補題  nを自然数とするこのとき
 m  , ,  ⇒ m ◦ n  n
 m  , ,  ⇒ m ◦ n   n 
 m ≤ ρn ⇒ m ◦ n  n
  nにおける帰納法で示す n  のときはm◦   は成立する nのとき成
立すると仮定すると 命題 .の よりm ◦ n  m ◦ n  m ◦ n 
n   n  より n  のときも成立する も同様である は n ≤ のと
きにはm ◦ n  nは直接示せる n ≥ に対しては m ≤ ρn ≤ n−に注意して命
題 .の を用いるするとm ◦ n  m ◦ n−  n−  m ◦ n−  n−を得る
最後の式は帰納法より m ◦ n−  n−となるので結局m ◦ n  n−  n−  n
を得る

  r, sに対して関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sを次のように定める
  r ◦ s  | r, s,  は 条件を満たす }
 r ♯ s  n ∈ | f  r ×s −→ nは非特異双線型写像 }
 r ∗ s  { ∈  | f  r ×s −→ nは 双線型写像 }
これらの関数には様々な性質があるがここでは後に使うもののみを挙げておく
命題  関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sは次の性質を持つ
 {r, s} ≤ r ◦ s ≤ r ♯ s ≤ r ∗ s
 r ◦ s  m ⇐⇒ r, s ≤ mかつ r  s > m
 r ≤ m ⇒ r ◦ s m  r ◦ s  m
 r ≤ または s ≤  ⇒ r ◦ s  r ♯ s  r ∗ s
 証明は の   を参照
さて r, s, n合成則から写像を作る手法を説明する 上で r, s, n合成則を
もつとき f  r ×s −→ nは 双線型写像であるこの f に対して写像
H  r ×s −→ ×nを
Hx, y  |x| − |y|, fx, y x ∈ r, y ∈ s
により定義する 写像 H を r  s − 次元球面 Srs− に制限して球面の間の
写像H  Srs− −→ Snを得る r, s, n合成則から写像を作る手法を
と言う 以下特別な において具体的に r, s, n合成則から作られる
写像の例を挙げる
例   n, n, n合成則
で述べたようににより上で n, n, n合成則を持つ必要十
分条件は n  , , , である事が示されている 双線型写像を明示的に表すには
上の多元環の乗法を見れば良い例えば n  の時には複素数体の乗法と
 ∼ の同一視による可換図式
× 乗法−−−→ 


 × −−−→


を考える複素数 α, β ∈ に対して α  x  ix, β  y  iyと置くとその乗
法は αβ  xx − yy  ixy  xyである よって図式より 双線型写像
fx, x, y, y  xx − yy, xy  xyを得るこの時複素数における絶対
値の性質 |αβ|  |α||β|により f は 双線型写像である事が導かれるこの f
に対応する写像H   × −→ ×は
Hx, x, y, y  x  x − y − y, xx − yy, xy  xy

 定数でない 次写像 F  Sm −→ Snについて次が成立する
 F と F の任意の   f は である
 F はある 双線型写像 f の  と である
 証明は の   を参照
命題  F  Sm −→ Snを定数でない 次写像とする このとき k ≤ ρm − k
を満たす    f  k × m−k −→ n が存在するここで ρは
関数である
 証明は の を参照
 写像の全射性
定理 .の証明を行う
 F を全射と仮定する このとき の定理より Sn の正則値 q でその逆像
F−q が Snk の k 次元部分多様体となっているものが存在する 実際 F−qは
nk の k  次元部分空間Wq を用いて F−q  Wq ∩ Snk と書ける この正則
値 q に付随する   は f  k × n −→ n と書ける このとき命題
.より k   ≤ ρnを満たす   が存在する仮定より nは奇数
なので ρn  となる よって k  となるがこれは仮定の k ≥ に反する し
たがって F は全射ではない また F は 群 πnkSnの元を定めるが もし
F    ∈ πnkSnであると仮定すると F は全射となってしまうので F   すなわ
ち 群の元として である
次に定理 .の証明を行う
 まず定理の仮定にある合成則の 条件を計算しておく
補題  nを自然数とするこのとき
 m , ,  ⇒ m ◦ n  n
 m  , ,  ⇒ m ◦ n   n 
 m ≤ ρn ⇒ m ◦ n  n
  nにおける帰納法で示す n  のときはm◦   は成立する nのとき成
立すると仮定すると 命題 .の よりm ◦ n  m ◦ n  m ◦ n 
n   n  より n  のときも成立する  も同様である は n ≤ のと
きにはm ◦ n  nは直接示せる n ≥ に対しては m ≤ ρn ≤ n−に注意して命
題 .の を用いるするとm ◦ n  m ◦ n−  n−  m ◦ n−  n−を得る
最後の式は帰納法より m ◦ n−  n−となるので結局m ◦ n  n−  n−  n
を得る

定義  自然数 r, sに対して関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sを次のように定める
 r ◦ s  {n ∈  | r, s, n は 条件を満たす }
 r ♯ s  {n ∈  | f  r ×s −→ nは非特異双線型写像 }
 r ∗ s  {n ∈  | f  r ×s −→ nは 双線型写像 }
これらの関数には様々な性質があるがここでは後に使うもののみを挙げておく
命題  関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sは次の性質を持つ
 {r, s} ≤ r ◦ s ≤ r ♯ s ≤ r ∗ s
 r ◦ s  m ⇐⇒ r, s ≤ mかつ r  s > m
 r ≤ m ⇒ r ◦ s m  r ◦ s  m
 r ≤ または s ≤  ⇒ r ◦ s  r ♯ s  r ∗ s
 証明は の   を参照
さて r, s, n合成則から写像を作る手法を説明する 上で r, s, n合成則を
もつとき f  r ×s −→ nは 双線型写像であるこの f に対して写像
H  r ×s −→ ×nを
Hx, y  |x| − |y|, fx, y x ∈ r, y ∈ s
により定義する 写像 H を r  s − 次元球面 Srs− に制限して球面の間の
写像H  Srs− −→ Snを得る r, s, n合成則から写像を作る手法を
と言う 以下特別な において具体的に r, s, n合成則から作られる
写像の例を挙げる
例   n, n, n合成則
で述べたようににより上で n, n, n合成則を持つ必要十
分条件は n  , , , である事が示されている 双線型写像を明示的に表すには
上の多元環の乗法を見れば良い例えば n  の時には複素数体の乗法と
 ∼ の同一視による可換図式
× 乗法−−−→ 


 × −−−→


を考える複素数 α, β ∈ に対して α  x  ix, β  y  iyと置くとその乗
法は αβ  xx − yy  ixy  xyである よって図式より 双線型写像
fx, x, y, y  xx − yy, xy  xyを得るこの時複素数における絶対
値の性質 |αβ|  |α||β|により f は 双線型写像である事が導かれるこの f
に対応する写像H   × −→ ×は
Hx, x, y, y  x  x − y − y, xx − yy, xy  xy

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命題  定数でない 次写像 F  Sm −→ Snについて次が成立する
 F と F の任意の   f は である
 F はある 双線型写像 f の  と である
 証明は の   を参照
命題  F  Sm −→ Snを定数でない 次写像とする このとき k ≤ ρm − k
を満たす    f  k × m−k −→ n が存在するここで ρは
関数である
 証明は の を参照
 写像の全射性
定理 .の証明を行う
 F を全射と仮定する このとき の定理より Sn の正則値 q でその逆像
F−q が Snk の k 次元部分多様体となっているものが存在する 実際 F−qは
nk の k  次元部分空間Wq を用いて F−q  Wq ∩ Snk と書ける この正則
値 q に付随する   は f  k × n −→ n と書ける このとき命題
.より k   ≤ ρnを満たす   が存在する仮定より nは奇数
なので ρn  となる よって k  となるがこれは仮定の k ≥ に反する し
たがって F は全射ではない また F は 群 πnkSnの元を定めるが もし
F    ∈ πnkSnであると仮定すると F は全射となってしまうので F   すなわ
ち 群の元として である
次に定理 .の証明を行う
 まず定理の仮定にある合成則の 条件を計算しておく
補題  nを自然数とするこのとき
 m  , ,  ⇒ m ◦ n  n
 m  , ,  ⇒ m ◦ n   n 
 m ≤ ρn ⇒ m ◦ n  n
  nにおける帰納法で示す n  のときはm◦   は成立する nのとき成
立すると仮定すると 命題 .の よりm ◦ n  m ◦ n  m ◦ n 
n   n  より n  のときも成立する も同様である は n ≤ のと
きにはm ◦ n  nは直接示せる n ≥ に対しては m ≤ ρn ≤ n−に注意して命
題 .の を用いるするとm ◦ n  m ◦ n−  n−  m ◦ n−  n−を得る
最後の式は帰納法より m ◦ n−  n−となるので結局m ◦ n  n−  n−  n
を得る

4　Hopf 写像の全射性
命題  定数でない 次写像 F  Sm −→ Snについて次が成立する
 F と F の任意の   f は である
 F はある 双線型写像 f の  と である
 証明は の   を参照
命題  F  Sm −→ Snを定数でない 次写像とする このとき k ≤ ρm − k
を満たす    f  k × m−k −→ n が存在するここで ρは
関数である
 証明は の を参照
 写像の全射性
定理 .の証明を行う
 F を全射と仮定する このとき の定理より Sn の正則値 q でその逆像
F−q が Snk の k 次元部分多様体となっているものが存在する 実際 F−qは
nk の k  次元部分空間Wq を用いて F−q  Wq ∩ Snk と書ける この正則
値 q に付随する   は f  k × n −→ n と書ける このとき命題
.より k   ≤ ρnを満たす   が存在する仮定より nは奇数
なので ρn  となる よって k  となるがこれは仮定の k ≥ に反する し
たがって F は全射ではない また F は 群 πnkSnの元を定めるが もし
F    ∈ πnkSnであると仮定すると F は全射となってしまうので F   すなわ
ち 群の元として である
次に定理 .の証明を行う
 まず定理の仮定にある合成則の 条件を計算しておく
補題  nを自然数とするこのとき
 m  , ,  ⇒ m ◦ n  n
 m  , ,  ⇒ m ◦ n   n 
 m ≤ ρn ⇒ m ◦ n  n
  nにおける帰納法で示す n  のときはm◦   は成立する nのとき成
立すると仮定すると 命題 .の よりm ◦ n  m ◦ n  m ◦ n 
n   n  より n  のときも成立する も同様である は n ≤ のと
きにはm ◦ n  nは直接示せる n ≥ に対しては m ≤ ρn ≤ n−に注意して命
題 .の を用いるするとm ◦ n  m ◦ n−  n−  m ◦ n−  n−を得る
最後の式は帰納法より m ◦ n−  n−となるので結局m ◦ n  n−  n−  n
を得る

定義  自然数 r, sに対して関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sを次のように定める
r ◦ s  {n ∈  | r, s,  は 条件を満たす }
 r ♯ s  {n ∈  | f  r ×s −→ nは非特異双線型写像 }
 r ∗ s  { ∈  | f  r ×s −→ nは 双線型写像 }
これらの関数には様々な性質があるがここで 後に使うもののみを挙げておく
命題  関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sは次の性質を持つ
 {r, s} ≤ r ◦ s ≤ r ♯ s ≤ r ∗ s
 r ◦ s  m ⇐⇒ r, s ≤  かつ r  s > m
 r ≤ m ⇒ r ◦ s m  r ◦ s  m
 r ≤ または s ≤  ⇒ r ◦ s  r ♯ s  r ∗ s
 証明は の   を参照
さて r, s, n合成則から写像を作る手法を説明する 上で r, s, n合成則を
もつとき f  r ×s −→ nは 双線型写像であるこの f に対して写像
H  r ×s −→ ×nを
Hx, y  |x| − |y|, fx, y x ∈ r, y ∈ s
により定義する 写像 H を r  s − 次元球面 Srs− に制限して球面の間の
写像H  Srs− −→ Snを得る r, s, n合成則から写像を作る手法を
と言う 以下特別な において具体的に r, s, n合成則から作られる
写像の例を挙げる
例   n, n, n合成則
で述べたようににより上で n, n, n合成則を持つ必要十
分条件は n  , , , である事が示されている 双線型写像を明示的に表すには
上の多元環の乗法を見れば良い例えば n  の時には複素数体の乗法と
 ∼ の同一視による可換図式
× 乗法−−−→ 


 × −−−→


を考える複素数 α, β ∈ に対して α  x  ix, β  y  iyと置くとその乗
法は αβ  xx − yy  ixy  xyである よって図式より 双線型写像
fx, x, y, y  xx − yy, xy  xyを得るこの時複素数における絶対
値の性質 |αβ|  |α||β|により f は 双線型写像である事が導かれるこの f
に対応する写像H   × −→ ×は
Hx, x, y, y  x  x − y − y, xx − yy, xy  xy

命題  定数でない 次写像 F  Sm −→ Snについて次が成立する
 F と F の任意の   f は である
 F はある 双線型写像 f の  と である
 証明は の   を参照
命題  F  Sm −→ Snを定数でない 次写像とする このとき k ≤ ρm − k
を満たす    f  k × m−k −→ n が存在するここで ρは
関数である
 証明は の を参照
 写像の全射性
定理 .の証明を行う
 F を全射と仮定する このとき の定理より Sn の正則値 q でその逆像
F−q が Snk の k 次元部分多様体となっているものが存在する 実際 F−qは
nk の k  次元部分空間Wq を用いて F−q  Wq ∩ Snk と書ける この正則
値 q に付随する   は f  k × n −→ n と書ける このとき命題
.より k   ≤ ρnを満たす   が存在する仮定より nは奇数
なので ρn  となる よって k  となるがこれは仮定の k ≥ に反する し
たがって F は全射ではない また F は 群 πnkSnの元を定めるが もし
F    ∈ πnkSnであると仮定すると F は全射となってしまうので F   すなわ
ち 群の元として である
次に定理 .の証明を行う
 まず定理の仮定にある合成則の 条件を計算しておく
補   nを自然数とするこのとき
m  , ,  ⇒ m ◦ n  n
 m  , ,  ⇒ m ◦ n   n 
 m ≤ ρn ⇒ m ◦ n  n
  nにおける帰納法で示す n  のときはm◦   は成立する nのとき成
立すると仮定すると 命題 .の よりm ◦ n  m ◦ n  m ◦ n 
n   n  より n  のときも成立する も同様である は n ≤ のと
きにはm ◦ n  nは直接示せる n ≥ に対しては m ≤ ρn ≤ n−に注意して命
題 .の を用いるするとm ◦ n  m ◦ n−  n−  m ◦ n−  n−を得る
最後の式は帰納法より m ◦ n−  n−となるので結局m ◦ n  n−  n−  n
を得る

定義   自然数 r, sに対して関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sを次のように定める
r ◦ s  {n ∈  | r, s,  は 条件を満たす }
r ♯ s  {n ∈  | f  r ×s −→ nは非特異双線型写像 }
 r ∗ s  { ∈  | f  r ×s −→ nは 双線型写像 }
これらの関数には様々な性質があるがここでは後に使うもののみを挙げておく
命題  関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sは次の性質を持つ
 {r, s} ≤ r ◦ s ≤ r ♯ s ≤ r ∗ s
 r ◦ s  m ⇐⇒ r, s ≤ mかつ r  s > m
 r ≤ m ⇒ r ◦ s m  r ◦ s  m
 r ≤ または s ≤  ⇒ r ◦ s  r ♯ s  r ∗ s
 証明は の   を参照
さて r, s, n合成則から写像を作る手法を説明する 上で r, s, n合成則を
もつとき f  r ×s −→ nは 双線型写像であるこの f に対して写像
H  r ×s −→ ×nを
Hx, y  |x| − |y|, fx, y x ∈ r, y ∈ s
により定義する 写像 H を r  s − 次元球面 Srs− に制限して球面の間の
写像H  Srs− −→ Snを得る r, s, n合成則から写像を作る手法を
と言う 以下特別な において具体的に r, s, n合成則から作られる
写像の例を挙げる
例   n, n, n合成則
で述べたようににより上で n, n, n合成則を持つ必要十
分条件は n  , , , である事が示されている 双線型写像を明示的に表すには
上の多元環の乗法を見れば良い例えば n  の時には複素数体の乗法と
 ∼ の同一視によ 可換図式
× 乗法−−−→ 


 × −−−→


を考える複素数 α, β ∈ に対して α  x  ix, β  y  iyと置くとその乗
法は αβ  xx − yy  ixy  xyである よって図式より 双線型写像
fx, x, y, y  xx − yy, xy  xyを得るこの時複素数における絶対
値の性質 |αβ|  |α||β|により f は 双線型写像である事が導かれるこの f
に対応する写像H   × −→ ×は
Hx, x, y, y  x  x − y − y, xx − yy, xy  xy

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定理 .の証明に戻る まず における全射性を示す , , ともに上
の合成則を持つ事から ではm ∗ n ≤ n ではm ∗ n   ≤ n   
ではm ∗ n ≤ nが成立する 一方補題 .より ではm ◦ n  n では
m ◦ n    n   ではm ◦ n  n が成立する では合成則を持つこ
とからm ≤ ρnが成立する事に注意する これより命題 .の よりそれぞれ
m ♯ n  n m ♯ n   n  m ♯ n  nが成立する 一般に非特異双線型
写像 f  r ×s −→ r♯sは全射で対応する写像Hも全射となる したがって
, , ともに上で全射である 上での全射性の証明は の主定理の証
明方法と全く同様にしてできるので省略する
最後に定理 .の証明を行う
 上の , , 合成則は の四元数体の   における乗
法を考察する事で得られる 具体的に 双線型写像 f   × −→ を書き下
すと
fx, x, x, y, y, y  xy  xy  xy, xy − xy, xy − xy, xy − xy
となる f に対応する写像H  S −→ Sは
Hx, y  |x|−|y|, xyxyxy, xy−xy, xy−xy, xy−xy
であるこの写像をV  {x, x, x, y, y, y ∈ × | xyxyxy  }
に制限すると第二成分が となるのでH |S∩V  S ∩ V −→ S と見なせるこれより
前半の主張を得る
H |S∩V の全射性を示す 任意の元 α, β ∈ S ⊂  × に対して ある x, y ∈
S ∩ V ⊂  ×で fx, y  α, βを満たすものが存在する事を示せば良い これ
は条件 α  |β|  の下で
|x|  |y|  , |x| − |y|  α, x× y  β

を満たす x, y ∈ S∩V を求める事と同値である ただし x× yは xと yのにおけ
るベクトルの外積を表す さらに x, y ∈ V の条件はxyxyxy < x, y > 
とにおける内積を用いて書けるので 上の式は
|x|    α

, |y|  − α

, x× y  β

, < x, y > 
を満たす実ベクトル x, y ∈ を求める事と同値である これはの つのベクトル
の長さと内積と外積が勝手に与えられたときそのようなベクトルは定まるか？とい
う問題に他ならない実際に条件を満たすベクトルは存在するのでH |S∩V は全射で
ある

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注意  定理 .において , n, n合成則に対応する写像は
群における位数は である事が示せる 他の写像はすべて 群の中で
である また定理 .は の定理 .ⅱの別証明を与えている の
定理 参照
例   次球写像 F  S −→ S
まず定理 .により p  , q  なので定数でない 次球写像F  S −→ S
が確かに存在する 定理.よりFは全射ではなく F    ∈ πS 的
に である
 次球写像 F  S −→ S
まず定理.によりp  , q  なので定数でない次球写像F  S −→ S
が確かに存在する Fの はf  × −→ のみである事が示せる
ので命題.よりfは双線型写像である 対応する写像H  S −→ S
は , , 合成則の なので定理 .の または より全射
である事が分かる さらに の定理 によれば H   ∈ πSである 命
題 .の , より F ∼ H なので F   を得る
 次球写像 F  S −→ S
まず定理 .により p  , q  なので定数でない 次球写像F  S −→ S
が確かに存在する F の  は f   ×  −→ または f   ×
 −→  である事が分かる  ∗   ,  ∗   なので f, fは 双線型
写像である まず fに対応する写像H,,  S −→ Sは定理 .の よ
り全射である事が分かる さらに の定理 によれば H,,   ∈ πS
である 命題 .の , より F ∼ H,, ∼ H,, なので F も
H,,も πSにおいて でしたがって全射である事が分かる
 
この節では前節までに得られた写像の全射性を用いて 不定方程式
X X    Xn  Y 
の一般解を求める この不定方程式については 代数を用いた解法が知られて
いる の 節参照
写像 H  Srs− −→ Sn を r, s, n合成則から作る H は 双線型写像
f  r ×s −→ nを用いて
Hx, y  |x| − |y|, fx, y, x ∈ r, y ∈ s, |x|  |y|  
と書けるので
X  |x| − |y|, X   Xn  fx, y, Y  |x|  |y|

5　Application
命題  定数でない 次写像 F  Sm −→ Snについて次が成立する
 F と F の任意の   f は である
 F はある 双線型写像 f の  と である
 証明は の   を参照
命題  F  Sm −→ Snを定数でない 次写像とする このとき k ≤ ρm − k
を満たす    f  k × m−k −→ n が存在するここで ρは
関数である
 証明は の を参照
 写像の全射性
定理 .の証明を行う
 F を全射と仮定する このとき の定理より Sn の正則値 q でその逆像
F−q が Snk の k 次元部分多様体となっているものが存在する 実際 F−qは
nk の k  次元部分空間Wq を用いて F−q  Wq ∩ Snk と書ける この正則
値 q に付随する   は f  k × n −→ n と書ける このとき命題
.より k   ≤ ρnを満たす   が存在する仮定より nは奇数
なので ρn  となる よって k  となるがこれは仮定の k ≥ に反する し
たがって F は全射ではない また F は 群 πnkSnの元を定めるが もし
F    ∈ πnkSnであると仮定すると F は全射となってしまうので F   すなわ
ち 群の元として である
次に定理 .の証明を行う
 まず定理の仮定にある合成則の 条件を計算しておく
補題  nを自然数とするこのとき
 m  , ,  ⇒ m ◦ n  n
 m  , ,  ⇒ m ◦ n   n 
 m ≤ ρn ⇒ m ◦ n  n
  nにおける帰納法で示す n  のときはm◦   は成立する nのとき成
立すると仮定すると 命題 .の  よりm ◦ n  m ◦ n  m ◦ n 
n   n  より n  のときも成立する も同様である は n ≤ のと
き はm ◦ n  nは直接示せる n ≥ に対しては m ≤ ρn ≤ n−に注意して命
題 .の を用いるするとm ◦ n  m ◦ n−  n−  m ◦ n−  n−を得る
最後の式は帰納法より m ◦ n−  n−となるので結局m ◦ n  n−  n−  n
を得る

定義  自然数 r, sに対して関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sを次のように定める
 r ◦ s  {n ∈  | r, s, n は 条件を満たす }
 r ♯ s  {n ∈  | f  r ×s −→ nは非特異双線型写像 }
 r ∗ s  {n ∈  | f  r ×s −→ nは 双線型写像 }
これらの関数には様々な性質があるがここでは後に使うもののみを挙げておく
命題  関数 r ◦ s, r ♯ s, r ∗ sは次の性質を持つ
 {r, s} ≤ r ◦ s ≤ r ♯ s ≤ r ∗ s
 r ◦ s  m ⇐⇒ r, s ≤ mかつ r  s > m
 r ≤ m ⇒ r ◦ s m  r ◦ s  m
 r ≤ または s ≤  ⇒ r ◦ s  r ♯ s  r ∗ s
 証明は の   を参照
さて r, s, n合成則から写像を作る手法を説明する 上で r, s, n合成則を
もつとき f  r ×s −→ nは 双線型写像であるこの f に対して写像
H  r ×s −→ ×nを
Hx, y  |x| − |y|, fx, y x ∈ r, y ∈ s
により定義する 写像 H を r  s − 次元球面 Srs− に制限して球面の間の
写像H  Srs− −→ Snを得る r, s, n合成則から写像を作る手法を
と言う 以下特別な において具体的に r, s, n合成則から作られる
写像の例を挙げる
例   n, n, n合成則
で述べたようににより上で n, n, n合成則を持つ必要十
分条件は n  , , , である事が示されている 双線型写像を明示的に表すには
上の多元環の乗法を見れば良い例えば n  の時には複素数体の乗法と
 ∼ の同一視による可換図式
× 乗法−−−→ 


 × −−−→


を考える複素数 α, β ∈ に対して α  x  ix, β  y  iyと置くとその乗
法は αβ  xx − yy  ixy  xyである よって図式より 双線型写像
fx, x, y, y  xx − yy, xy  xyを得るこの時複素数における絶対
値の性質 |αβ|  |α||β|により f は 双線型写像である事が導かれるこの f
に対応する写像H   × −→ ×は
Hx, x, y, y  x  x − y − y, xx − yy, xy  xy

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と置けばX X     Xn  Y を満たす したがって写像は不定方程式
X X      Xn  Y の解の を与えている特に r, s, n合成則の
から得られる写像が全射のとき不定方程式X X    Xn 
Y の全ての実数解は写像より得られるまた写像が上で全射であれば
不定方程式の全ての有理数解が写像から得られる
例   X X  Y 
この不定方程式の解は としてよく知られる , , 合成則の
 はH  S −→ Sで
Hx, y  x − y, xy, x ∈ , y ∈ , |x|  |y|  
と書ける Hは全射なので不定方程式X X  Y の一般解は
X  x − y, X  xy, Y  x  y
と書ける
 X X X  Y 
この不定方程式の解は , , 合成則の 写像 H から得られる 写像
H  S −→ Sの具体的な表示は例 .の で見た Hは全射なので不定方程式
X X X  Y の一般解は
X  x  x − y − y, X  xx − yy,
X  xy  xy, Y  x  x  y  y
と書ける 同様にして , , 合成則からX X X X X  Y  の一般
解が得られ , , 合成則からX X    Xn  Y の n  のときの一
般解が得られる
 X X X X  Y 
この不定方程式の一般解は定理 .における , , 合成則の写像の制限か
ら得られる H |S∩V  S ∩ V −→ S の具体的な表示は定理 .の証明中にある
H |Sの全射性より不定方程式X X X X  Y の一般解は
X  x  x  x − y − y − y, X  xy − xy,
X  xy − xy, X  xy − xy, x, x, x, y, y, y ∈ V.
と書ける 例えば x, x, x, y, y, y  ,−, , ,−,  ∈ V とすれば
          
を得る

命題  定数でない 次写像 F  Sm −→ Snについて次が成立する
 F と F の任意の   f は である
 F はある 双線型写像 f の  と である
 証明は の   を参照
命題  F  Sm −→ Snを定数でない 次写像とする このとき k ≤ ρm − k
を満たす    f  k × m−k −→ n が存在するここで ρは
関数である
 証明は の を参照
 写像の全射性
定理 .の証明を行う
 F を全射と仮定する このとき の定理より Sn の正則値 q でその逆像
F−q が Snk の k 次元部分多様体となっているものが存在する 実際 F−qは
nk の k  次元部分空間Wq を用いて F−q  Wq ∩ Snk と書ける この正則
値 q に付随する   は f  k × n −→ n と書ける このとき命題
.より k   ≤ ρnを満たす   が存在する仮定より nは奇数
なので ρn  となる よって k  となるがこれは仮定の k ≥ に反する し
たがって F は全射ではない また F は 群 πnkSnの元を定めるが もし
F    ∈ πnkSnであると仮定すると F は全射となってしまうので F   すなわ
ち 群の元として である
次に定理 .の証明を行う
 まず定理の仮定にある合成則の 条件を計算しておく
補題  nを自然数とするこのとき
 m  , ,  ⇒ m ◦ n  n
 m  , ,  ⇒ m ◦ n   n 
 m ≤ ρn ⇒ m ◦ n  n
  nにおける帰納法で示す n  のときはm◦   は成立する nのとき成
立すると仮定すると 命題 .の よりm ◦ n  m ◦ n  m ◦ n 
n   n  より n  のときも成立する も同様である は n ≤ のと
きにはm ◦ n  nは直接示せる n ≥ に対しては m ≤ ρn ≤ n−に注意して命
題 .の を用いるするとm ◦ n  m ◦ n−  n−  m ◦ n−  n−を得る
最後の式は帰納法より m ◦ n−  n−となるので結局m ◦ n  n−  n−  n
を得る

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